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SUBIECTUL I

Varianta 1

1. Si se determine numirul natural x din egalitatea 1+5+9+---4+x =231.

2. S4 se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia 2x2-5x+3<0.

3. S4 se determine inversa functiei bijective f :(0,00) = (1,00}, f(x)= x*+1.

4. Se considera mulfimea A ={1,2,3,---10 }. S& se determine numarul submultimilor cu
trei elemente ale mul{imii A, care contin elementul 1.

5. Sa se determine me R, astfel inct distanta dintre punctele A(2,m) si B(m,-2) si

fie 4.

6. S se calculeze cosgrE . sin—Ii :
12 12

Rezolvdri

1. Termenii sumei apartin unei progresii aritmetice (an )ne ., cu primul termen a; =1 siratia

N
r=a,-a, =5-1=4.Avem a, =a, +(n—-1)-r=1+(n-1)-4=4n-3, Vne N", de unde
a,+a,})n 1+4n-3)'n
deducemcd S, =a, +a, +---+a, = (& 2") = ( 5 ) =(2n-1)-n= 2n%-n, pen-
tru Vne N*. Pentru S, =2n’-n=231, obtinem ecuatia de gradul al II-lea 2n2-n-231=0,
cua=2,b=-1, c=-231, A=b>-4ac= (—1)2-—4-2-(—231)= 1849 = 43% | deci
—b+VA 143 1-43 21 1443

m o = ,n = =——¢N,n,=——=11e N, deci n=11=
' 2a 4 4 2 4

=Xx=a, = a;; =4-11-3=41, adich x=41.

2. Avem o inecuatie de gradul al Il-lea cu a=2, b==5, c=3, A=b®—dac= (-5)° -4.2.3=1,
-btJA 51 _ _5-1_ 5+1_3

1, xp=—-==

22 s "My 2T TS

X,2 %
. & . 3 2 3
Din relatiile a=2>0, x, =1 §i x, =5,deducemci 2x“=5x+3<0& xe 1,—2- .

3. Pentru x € (0,00) §i ye& (Loo),avem x> +1=y > x> =y-16 x=4/y-1, deci
£~ (y)=x=4/y-1 sau, notand variabila tot cu x, avem ™' (x)=+x~1, £ :(1,00) = (0,%).
4.Fie A'=A-{1} submulfimea elementelor diferite de elementul 1. Evident |A| =10 si [A|=9.

Multimea A admite C3, submultimi de trei elemente, dintre care C3 sunt si submultimile lui

A'c A, submultimi care nu contin elementul 1, deci riman C3y —C3 = C; = 8—22 =36 de

submultimi cu trei elemente care contin elementul 1.
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5. Avem AB :A‘j(izl«m)» +[mw(‘—2jf E J(Z—m}z +{m+ 2) = Jom® +8 ,deci AB=4 &

o am +8 =4 2m2+8=4" =16 2m’ =16-8=8 m’ =-§-=4<: m,, =+2, deci
me{-22}cR.

24 -1 {2 3 {
6. coséz: cos£~—-—)i~ = COS| ,Z"_E_,E |= cosLZn—«Tt—\ = COos —1)= cos{—nF , unde
12 ) | L 12

i L1212 12, 12

am folosit periodicitatea gi paritatea functiei cosinus.

. 238 . W T, W , 11 1
Atunci cos sin— = Cos— §i—-= —sili—= — — =~

12 i2 12 12 2 6 22 4
Varianta 2
- - 24
1. S& se arate i numarul {1~i)" este real.
= - . .o 3x-1 0 x+1 .
2. 83 se rezolve in multimea numerelor reale ecuafia 1 o1 =3,
X+ X -

3. $3 se determine inversa functiei bijective f: R — ( {,c), f (x)=e"+1.

4. S3 se determine probabilitatea ca, alegind un numdr ab din mulfimea numerelor
naturale de doud cifre, st avem: a #b.

5, $3 se calculeze lungimea medianei din A a triunghiului ABC, unde A(-2,-1), B(2,0),
C(0.6).

6. Fie vectorti G=mi+3] si Vr:(m-«‘Z)TWE. Sa se determine m >0 astfel incat
vectorti @ §i v i fie perpendiculari.
Rezolvdri

i .1 P2 b)
1. Avem {1-i) =1-2i+{ =-2i=> (1=1)* = | 1 -~i)2J = (-2i)? =27 (i) =22 e R.

2. Se impun conditiile x+1z0& x# -1 2x-120& x¢%,deci Xe R—-{—l, % }
Eh G W ‘ {x+1j{(2x-1) = {3x—l)(2x_l)+(x+l)2 = 3(x+1)(2x-1) =
x+1  2Zx-1 ' ' )

= 6x? - Sx+1+x  +2x 4+1= 3{2x2+x-1):> 7x =35 +2= 6x2+3x~-3= x> —6x+5=0.

Am obtinuat astfel o ecuatie de gradul al Tl-deacuaa=l, b=—6,c=5, A= b?—dac=
2 —btVA _

(~6)" -4.1-5=16>0, deci ecuatia admite radicinile reale distincte x, , =

it

2a
~(-6)xi6 x4 2(3%2
= ( ),,_,_,___;__“__: : )=3i2,deci X, =3-2=153i x,=3+2=5.
2-1 2 2 i



o 1
fn plus, observam ca S={1,5} cR— {-1,5} .

3. Avem e* +1=y & e* =y—le x=In(y-1), deci ' (y)=x=In(y—1) sau, folosind tot
variabila x, avem f™' (x)=In(x—1), unde £ (L) >R,

4.Fie A ={10,11,12,--,99} mulfimea numerelor de doui cifre. Observam c&

A[=99-9=90.
Fie A'= {1 1,22,---, 99} multimea numerelor formate din doua cifre egale. Observam ca
’A'] =9 sicd A'C A, ceea ce ne permite sa scriem cd |A—A'| = |A’—‘A'| = 90-9=81.1n

final, observim ca B ={E’5€ Aa# b} = A-A", deci ‘B| = |A—A“ =81, de unde deducem

_ " il v B 81 9
ca probabilitatea ciutatd este p = W = % = E =0,9.
+ + +
5. Fie M mijlocul segmentului BC. Avem xpy = i 2XC = 2—29=1 $i Ym =y*3—2YC_:

=946 _ 3 deci M are coordonatele (xum» ¥y ) =(1,3) . Lungimea medianei din A a triun-

ghiului ABC este lungimea segmentului determinat de punctele A (-2,-1) si M(1,3), deci
AM =\/(—2—1)2 +(-1=3)" = J(-3)" +(—4)* = V25 =5.

6. Avem i LV & §-9=0e (mi+3]):[(m-2)i-]]=0e m(m-2)+3(-1)=0e

& m? -3m-2=0. Am obtinut astfel o ecuatie de gradul al II-lea in necunoscuta m, cu a=1,
b=-2, c=-3,deci A=b*—4ac= (—2)2 -4-1-(-3)=16> 0, adici ecuaia admite radacinile
—biJA _ —(2)EV16 244 2(112)
2a 21 2 2
m, =1-2=-1¢ (0,0} si m, =1+2=3>0. in concluzie, m =3 este valoarea cautata.

reale distincte m; , = =1%2, de unde

Varianta 3

1. Si se ordoneze crescitor numerele \/E R Q/Z s ﬂ'/g .
2. Si se determine valoareca minimi a functiei f :R > R, f (x) =4x> —8x +1.

3. S se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia lg(x —1)+1g(6x-5)=2.

4. S3 se determine probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale
de doua cifre, acesta sa fie patrat perfect.

5. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A(6,4) si este perpendicularad

pe dreapta d: 2x-3y+1=0.

ton E 1
6. Stiind cd sina =—, 53 se calculeze cos20..

3



Rezolviri

1. Avem 2 =328 =62, Y4 =¥4* = Y256, 5 =5 =325

Din 64<125<256 = Y/64 <'3/125 <'¥256 , adica v2 < 45 < ¥4 .

2. Avem o functie de gradul al II-leacu a=4, b=-8, c=1,deci A=b*-dac=

= (—8)2 —4-4-1=48. Deoarece a =4>0=> functia f admite valoare minima, respectiv

Eg&)f(x):yv= —E=_ﬂ=—3'

3. Se impun conditiile x-1>0& x>1 & x€ (L) 5i 6x-5>0¢& x>%@ xe[%,w],
deci x € (1,oo)n(%,ooj= (L o). Avem lg(x—1)+1g(6x~5) =2 = lg(x ~1)(6x~5) =1g100 =

= (x-1)(6x-5)=100= 6x2-11x-95=0. Am obtinut astfel o ecuatie de gradul al II-lea cu
a=6, b=-11 si c=-95, de unde rezulté c& A = b? —dac = (~11)° —4-6-(~95) = 2401 =

b+ +
=49% > 0, deci ecuatia admite ridacinile reale distincte x 12 = b; \/—A_ = 111_249 , deci
a
eI, (1,00), respectiv x
12 6 3 i

solufia x=5.
4.Fie A ={10,11,---,99} mul{imea numerelor naturale de dous cifre. Observim ci

[A|=99-9=90. Fic B={ne A|3ke N, n =k} . Observam c B={42,5%...9°} si

1+49

=5& (1,00). In concluzie, ecuatia admite

]B| =9-3=6, deci probabilitatea ceruti este p= u = 9£ =—

A

5. Observim cd 2x -3y+1=0¢& y=§x+%,deci m=§, unde m = panta(d). Fie dreapta

d* care indeplineste conditiile d' L d si A(6,4)ed'. Avem d' Ld < m'=——i=—§,unde
m

m'=panta(d’). Din A(6,4)ed'= d':y—y, =m'(x~x, ) & y-4=—§(x—6)@
& 2(y-4)+3(x~-6)=0¢ 3x+2y-26=0, deci ecuatia dreptei cautate este
d': 3x+2y-26=0.

)
6. Avem cos20 =1-2sin’q = 1—2(% = 1—3=1.
3 9 9




Varianta 4

2
1. Si se arate c3 numirul (L——l—) este real.
1-i 1+i

2, Si se arate ci vrful parabolei y = x2 +5x+1 este situat in cadranul III,

3. S4 se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia 9* —10-3*1 +1=0.

4, Si se determine probabilitatea ca, alegénd un numir din mul{imea numerelor naturale
de trei cifre, acesta s aib3 exact doud cifre egale.

5. S se determine a€ R pentru care vectorii i =ai+(a+1)j si v=-(5a-1)i+2j
sunt perpendiculari.

6. S& se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului ascufitunghic ABC, stiind c&
AB=6, AC =10 sic3 aria triunghiului ABC este egali cu 15v3.

Rezolvdri

1+i)—(1-i i
1. Avem L_——l—_= ( ) ( = )= 212
1-i 1+i  (1-i)(1+i) 1-i
2. Avem a=1, b=5, c=1, A=b%—4ac= 5*-4-1-1=21. Coordonatele varfului V sunt
Xy =—£= 2 $iyy =—A-= —-2—1.Evident Xy <0 §i yy <0, deci varful V este situat in
2a 2 4a
cadranul al III-lea.

9 2
A deci| 2L | =i?=-1eR.
2 1-i 141

3. Folosind notatia 3*™' =y, y >0, ecuaia devine 9y? 10y +1=0, cu solutiile y, = 1 si
"9

y, =1. Revenind la notatia 3*™' =y, obtinem 3 '=2=32 = x, =—1, respectiv 3* ' =1=>

O | —

= x, =1.Deci xe{-11}.

4. Fie A ={100,101,---,999} mulimea numerelor naturale de trei cifre. Observim c&

.—\} =999-99 =900 . Numele de trei cifre dintre care exact doui cifre sunt egale sunt in una si
aumai una dintre formele posibile aab, aba sau baa . Numerele de forma aab suntin 9-9 =81
variante posibile, deoarece a € {l, 2,---,9} poate fi ales In 9 moduri posibile, iar
5€{0,1,---,9}—{a} poate fi ales si el in 9 moduri posibile. fn mod similar, numerele de forma

zba sau baa sunt fiecare in 81 de variante posibile, deci avem in total 381 =243 numere de

rei cifre avand exact doud cifre egale. Probabilitatea ciutatd este p = 243 = 2 =0,27.

900 100
5. Avem G LV e §-7=0e [ai+(a+1)]][~(5a-1)i+2]]=0 e -alsa-1)+(a+1)-2=0e

= -5a’+3a+2=0, cusolutiile a, =—% §i a, =1,deci a€e {—%,1}.



AB-AC-sin A K 15\/*=6-10-smA

6. Avem S[ABC]= = sinA=§z m(A)=60°,

deoarece, prin ipoteza, triunghiul ABC este ascutitunghic. Conform Teoremei lui Pitagora
generalizata, avem BC? = AB + AC? —2AB-AC-cos A= 6’ +10° —2:6:10-cos 60" =
= BC>=76= BC=+76=219.

Varianta 5

1. Sa se calculeze L.+ ! -
+21 1-2i

2. Sa se rezolve in Z inecuatia x2-10x+12<0.

3. Sa se determine inversa functiei bijective f :(1,00) = (0,00), f(x)=3log, x.

4. Si se determine numarul functiilor f:{1,2,3,4} —{1,2,3,4} cu proprietatea cd
f(1)=1(4).

5. Sa se determine coordonatele varfului D al paralelogramului ABCD, daca A(-2,9),

B(7,-4), C(8,-3).
6. Triunghiul ABC are B =§ si lungimea razei cercului circumscris egald cu 1. Sa se

calculeze lungimea laturii AC.

Rezolvari

1 1 1-2i+1+2i 2 2
1. Avem -+ - = : = ==,
1+2i 1-2i  (1+2i)(1-2) 1-4i> 5

—b+
2. Avem a=1, b==10, c=12, A=b’ —dac = (~10) —~4-112=52, x, , = ng/Z=
a
—(-10)++/52 +
= ( 2)1 = 1O_s\/ﬁ:5ix/B‘Deoarece32=9<13<16=42:>3<\/1_?;<4-

Din 3<+/13 <4 ’+5:> 8<5+413<9.

Din 3<13 <4]:(-1)= -4 <—/13<-3+5= 1<5-V13<2. Avem x€Z si

X2 —10x+12<0 & xe[5—Jﬁ, 5+\/T§JHZ= {2,3,4,5,6,7,8} , deoarece, din inegalitatile
1<5-J3 <2 5i 8<5+13 <9, deducem ca [2,8] [ 5-13,5+13 |<[19]. incluziunile

fiind stricte.
Y y
3. Avem 3log, x =y & log, x = % & x=23,deci {7 (y)=x=23 sau, folosind tot

X
variabila x, £~ (x)=23 =%/Ex-,unde £! :(O,oo)—>(l,oo).

8



4. Observim ci valoarea comuni f (1)=£ (4)e {1,2,3,4} poate fi aleasd in 4 moduri posibile, iar
valorile f(2),f(3)e{l, 2,3,4} pot fi alese fiecare in 4 moduri posibile, deci existd 4-4-4 = 64
functii care indeplinesc conditiile cerute.

5. Fie M mijlocul diagonalei AC. Avem xy; = 2a :""-' = _2;8 =3si yy :Y_A;L =
_9+(3) _
==

ABCD paralelogram daci §i numai daci diagonalele AC §i BD au acelagi punct ca mijloc, deci
M(3,3) este mijloc si pentru BD.

Xg +Xp =7+XD Y +¥p +yD:>yD=10

= Xp =-1si YMZTQ 3=

3

Avem Xy =

deci coordonatele punctului D sunt (xp, yp)=(-1 10).

6. Conform teoremei sinusului, AC=2RsinB= 2 -1~sin§ = \/g .

Varianta 6

1. Sa se calculeze suma tuturor numerelor naturale de doua cifre care se divid cu 11.
2. Sa se determine functia f de gradul al doilea stiind ca f(-1)=1, £(0)=1, f(1)=3.

3. Si se rezolve In multimea (O,Tl:) ecuatia sin3x =sinx.

4. Cite numere naturale de trei cifre distincte se pot forma cu elemente ale mulfimii
{2,4,6,8} 7

5. Se considerd triunghiul ABC cu varfurile in A(1,2), B(2,-2) si C(4,6). Sa se
calculeze cosB.
6. Si se calculeze lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC, stiind ca C =%

si AB=6.

Rezolvari

(1+9)-9

1. S=11422+-+99= 11-(1+2+---4+9)= 11- =495.

2.Fief:R>R, f(x)=ax2+bx+c,unde aecR" si bce R.Avem f(-1)=1&
=a(-1+b(-1)+c=le a-b+c=1, f(0)=1e a-0’ +b-0+c=1& c=1si
i)=3& a-1°+b-1+c=3< a+b+c=23. Folosind faptul ¢ avem ¢ =1, celelalte doua
relatii devin a—b=0 §i a+b =2, de unde deducem ca a=b=1,deci f(x)zax2 +bx+c=

— 1 X +1-x+1= x?+x+1, VxeR.



3x-x 3x+x
cos
2

3. Avem sin3x =sinx < sin3x—sinx =0 & 2sin =0& 2sinxcos2x =0,

deci sinx=0=> xe{ kn | ke Z}N(0,7) =@, respectiv cos 2x =0 => 2x=§+k1t=>

2k+1 2k+1
Ly ()T ] (24l kezn(o,n)z{z,s_n}_
4 4 4’ 4
4! 4!
4. Fie M ={2,4,6,8}. Observim c& |M|=4, deci putem forma A4_W_ ﬁ_24 de

numere cu trei cifre distincte alese dintre cifrele 2, 4, 6 sau 8.

5. Avem AB=\/(1—2)2+[2—(—2)]2 =17, AC=/(1-4)*+(2-6)* =5,

BC= \/(2—4)2 +(=2-6)* = 2J17 . Conform teoremei cosinusului, avem
AB’ +BC?-AC? _ 17+68-25 _ 60 15.

cosB = =
2AB-BC 2J17 - 2417 4-17
6. Conform teoremei sinusului, avem 2R = = 2R = g = 3 = R=6.
sinC .1
sin— —
6 2
Varianta 7

1. S se calculeze modulul numarului complex z = 78 +;_ .
—4i

2. 84 se determine valoarea mafimé a functiei f :R - R, f(x)=-x*+6x-9.
3. 84 se rezolve in multimea [0,27) ecuatia sinx = —-;— .

4. 54 se determine ne N” pentru care multimea {1,2,-+-,n} are exact 120 de submultimi

cu doud elemente.

5. Se stie c#, in triunghiul ABC, vectorii AB+AC si AB-AC au acelagi modul. Si se
demonstreze ci triunghiul ABC este dreptunghlc

6. 54 se calculeze lungimea razei cercului nscris in triunghiul ABC care are lungimile
laturilor egale cu 3, 4 5i 5.

Rezolvdri
| '_'8+1| |8+1| +12 \/§=
|7-4i| " [7-4i] \/72 J65

2. Observam ci f(x)=-x?+6x~9= —()(—3)2 <0,cu f(3)=0, deci ma}l%(f(x)=0.
Xe

10



3. sinx = —% = X€E {(—l)k arcsin [——12—)+k1t

ps T n 1lxn
=< —4+n,——+2x = {—,—.
{(Fen-Foanf= {257

4.Fie M={1,2,---,n}. Avem |M| =n si multimea M admite exact C2 =

n(n-1)
2

ke Z}n[o, 2m) = {(—1)"*‘ %+th

keZ}ﬂ[O,2n)=

submul{imi

n(n-1)
2

cu doud elemente. Din C2 =120 => =120 = n? —n—-240=0. Am obtinut astfel o

ecuatic de gradul al [Ileacu a=1, b=—1, c=-240, A=b* —4ac = (1)’ —4-1-(-240) =

~btyJA _ 131

=961=731% >0, deci ecuatia admite doud radacini reale distincte n, , = > >
a

’

- 1+ .
adicd n, =1—231=—15e N, respectiv n, =%=16€ N si 162 2. In concluzie, n=16.

-, ——x o — —_— =2 —_ ——2 —_ ——\2 — —\2
5. AB+AC‘=|AB—AC’:>'AB+AC‘ =‘AB—AC‘ = (AB+AC) =(AB-AC) =

= (&B)" +(AC)' +2AB-AC = (AB) +(AC)’ -2AB AC = AB-AC=0=> AB LAC=
triunghiul ABC este dreptunghic, cu m(A) =90°.

6. Observam ci 5% = 3% + 42 deci triunghiul ABC este dreptunghic cu ipotenuza de lungime 5
si catetele de lungimi 3, respectiv 4. Avem S[ABC] = 3—;: =6 . Pe de alta parte, avem

AB+AC+BC _ 3+4+5
2 2

S[ABC]=rp, unde r este raza cercului inscris, iar p = =6 este

semiperimetrul triunghiului. Obtinem 6 =r-6 = r=1.

Varianta 8

1. Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia 2t =—4,

2. Se considerd functia f:R >R, f(x)=ax’+x+c. $tiind ci punctele A(1,2) si
B(0, 3) apartin graficului functiei £, s se determine numerele reale a §i c.

3. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia ¥7x+1-x=1.

4. Cite numere naturale de patru cifre distincte se pot forma cu cifre din multimea
{1,3.5,7.9} 7

5. Se considera paralelogramul ABCD si punctele E si F astfel fncat AE =EB,

DF = 2FE . S se demonstreze ci punctele A, F si C sunt coliniare.
6. Fie triunghiul ABC. Si se calculeze lungimea inil{imii corespunzitoare laturii BC
wiindcd AB=13, AC=14 si BC=15.
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